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e N: tamanho de uma populacao fechada; k épocas de amostragem,

k > 2; processo de selecao.

1° Caso: um elemento é selecionado, ao acaso, em cada selegao

(época).

1, se o j-ésimo elemento selecionado é nao marcado,

U = ’
gl Lo . .
0, se o j-ésimo elemento selecionado é marcado,

i=1,.. k.
Dk:(Uh"'aUk);

k
Tx = >~ U; = “numero de elementos distintos selecionados durante o
j=1
processo”.



Distribuicoes de Probabilidades de Dy e Ty
Modelo de Distribui¢cdes de bolas em urnas.

FELLER, W. (1968) An Introduction to Probability Theory and its
Applications. 3 ed. Wiley, v. 1.

Ideia: “Dado N, consideremos N urnas e k bolas numeradas de 1 a
k. A cada elemento da populagao associamos uma urna e a j-ésima,
1 < j < k, selegao associamos a j-ésima bola. Consideremos o
experimento que consiste na distribuigao aleatéria das k bolas nas N
urnas. Neste contexto, selecionar o elemento i da populagao na
j-ésima selecao é equivalente a colocar a j-ésima bola na i-ésima

urna”.



e P(Ui =1|N) =1,
P(Dk:(U1,U2,...,Uk) :(1,U2,...,Uk)|N) =
P(a bola de nimero 1 é distribuida aleatoriamente em uma das
N urnas e para todo j, 2 < j < k,a bola de nimero j é distribuida
aleatoriamente em uma das urnas vazias se u; = 1 ou

em uma das urnas ja ocupadas se u; = O) =
k /-1 1=y,
N!
el (Z “") h(D),
j=2 \ i=1

onde u; =1,t= Z;‘=1 u; e Ix: indicador do conjunto
{x eN:1<x <min{k,N}}.



o P(Tk=tIN) =

P (exatamente t (N - t) urnas resultam ocupadas (vazias) )

N! ! K
o 2

I (1) (Feller)

e T, € uma estatistica suficiente



2° Caso: n; elementos s&o selecionados aleatoriamente, sem
reposicéo, na j-ésima etapa, j =1,2,... . k;n; > 1e

N > max{m,..., ng}.

U; = nimero de elementos ndo marcados selecionados na j-ésima

e’[apa
Dk = (U17"'7Uk);

k
Tx = >~ U; = “numero de elementos distintos selecionados durante o
j=1

processo”.



Distribuicoes de Probabilidades de Dy e Ty

Modelo de distribuicoes de bolas em urnas: extensao do resultado
do Feller (n; = 1)

Ideia: “Dado N, N > max{ni, no, ..., ng}, suponhamos N urnas e um
conjunto de k cores distintas. Para cada j, 1 < j < k, suponhamos n;
bolas coloridas com a j-ésima cor e numeradas de 1 a n;. A cada
elemento da populagéo associamos uma urna e, em cada etapa j, a
ji-ésima sele¢do, 1 < j; < nj, associamos a j-ésima bola de cor .
Consideremos o experimento que consiste em se distribuir
aleatoriamente, em k passos, as ny + n» + - - - + ny bolas nas N urnas

do seguinte modo:



Distribuicoes de Probabilidades de Dy e Ty

no j-ésimo passo, as n; bolas de cor j sdo distribuidas aleatoriamente
nas N urnas de tal modo que exatamente n; urnas resultem
ocupadas. Isto &, concluido o j-ésimo passo cada urna contera, no
maximo, uma bola de cada uma das cores 1,2,..., . Nesta situacao,
selecionar aleatoriamente na j-ésima etapa os elementos i, o, . . . , n,
da populagdo nas 1°,2°, ..., ni-ésima selegoes, respectivamente, é
equivalente a colocar as 1°,2°,. .., n-ésima bolas (de cor j) nas

urnas iy, b, . .., in,, respectivamente”.
J



0P(U1 :n1|N):1,

Notacao:

m=max{ny,na,...,Nk};

k
S = Z n/.
=



oP(Dk:(U1,U2,...7Uk):(n1,u2,...,uk)|N) =

P(Na 1° etapa as bolas 1,2, ..., ny, de cor 1, sdo distribuidas
aleatoriamente nas N urnas de modo a ocuparem exatamente
ny urnas e no j-ésimo passo, 2 < j < k, as bolas 1,2,...,n,
de cor j, sdo distribuidas aleatoriamente nas N urnas,
de tal modo que u; destas bolas ocupem exatamente u; urnas
entre as N — ;_4 urnas vazias e as restantes n; — u; bolas
ocupem exatamente r; — u; urnas entre as 4 ja ocupadas) =

| ﬁ U1/' ﬁ (”16_1%) 0

j=1 j=2

k

()|

NI
(N— 1)




« P(Ti=tIN) =

P(exatamente t (N - t) urnas resultam ocupadas (vazias)) =

1] e () () (o

j=1
onde t = tx e I : indicador do conjunto {x eN:m < x <min{s, N}}.

N!

—1
(N — 1! tl

1
t!

(Extensao do resultado do Feller)

e Tx € uma estatistica suficiente.



Funcao de Verossimilhanca

Kernel da funcao de verossimilhanca

k
(N—t)!H(,l;l

j=1 M7

K(N) = N!




Estimativas de Maxima Verossimilhanca

(Nt=m

Suponhamos que m = ny, por exemplo.

ou seja, K(N) é decrescente e N = m.



implica




Para quaisquer reais x1, x, . . .,

=

1K

j=1
implica

K(N+1)2( s
K(N) N+ 1

Xk tais que 0 < x; < 1,

7XI lev

ou K(N) 7t H/’-‘:1 njle N = oo.



B)m<t<s
A razao

- (- o) -

Consideremos a fungao

k
f(x) = (1 =)' [T(* = ),

=1

o f & continua, f(0) =1, lim f(x) =00 €
X1

f( 1 ) _ KN+ 1)

N+ 1 K(N)

o<x<t.



Comportamento de f:

_9(x) 1
f(x)_h(x)7 0<x<t
K
H1—n, (x)=1-1tx, x€eR.

e g'(x) <0, g"(x) > 0 = g(x) continua, decrescente e convexa
no intervalo[0, t~'];
e h(x) decrescente no intervalo [0, t~];

eg(0)=h(0)=1,g(t"")>0ehn(t")=0.



Como (h— g)’ é continuaem O e
K
(h—g)'(0)=H(0)-g'(0) = —t+> n>0,
j=1
entao existe 4, 6 > 0, tal que
(h—9)(x)=H(x)-g'(x)>0, Vxel0,9)
e, pelo Teorema da Média,

h(x) > g(x), x € (0,9).



Xo



Existe um Unico xp, xo € (0,t~ ") tal que

Logo,
flx) < A1, x € (0,x0);
f(x) = 1,

flx) > 1, x&(x,t™).



, 1 .
1°) Hipodtese: xo # o para n inteiro

Existe ng inteiro, ng > 1, tal que

S .
S =

|

[y
A e

t+n0 t+

t+n K(t+n-1) >1, paran<ny—1.

f< 1 ) K(t+n) {<1, para n > ng,



Logo,
Kt <K({t+1)<---<K({t+n —1),
K(t+n—1)>K(t+nm)>K({t+n+1)>--,

o que implica

N:t+n0—1;

1
=mi >1:f| — 1
Ny min {n_ <t+n) < }

:min{n21 :H(H_n_nj) <n(t+n)k“}

j=1

=



2°) Hipotese: xp = 3 para ng inteiro, np > 2,

t+ny —

| I I |

I I I I

0 1 Xo 1
t+mn, t

<1, paran?> ng,

. 1 _ K(t+n) _ ]
t+n) K(t+n-1) =1, paran=io-—1,

>1, paran<n—1.



Logo,
K(t)y<K(t+1)<---<K(t+n—-2)=K(t+n—1),
K(t+n—1)>K({t+nm)>K({t+n+1)>---,

0 que implica
N1 =t+n—1, I/\\IQZI/\\/‘]71;

no é tal que

k
1 _ X _ k—1
f<t+n0_1)_1ou /||1(t+n0n, 1)=(no—1)(t+n—1)



Fato:ny=n=---=nk=1el1<t<k

(1) no=min{n>1:(t+n—-1)k < n(t+nk-"1};

(2) aemv de N & Unica: nao existe ng, ng > 2, inteiro tal que
(t+ng—2)k=(np—1)(t+n—1)". Sejax=t+ny—1:

inteiro;
x—Dk=x-tx"' =
k 2+Z( ) I k i— 1:(_1)k+1x—1. (1)

Como x > t > 1, inteiro, 0 membro esquerdo de (1) é um inteiro

e 0 membro direito ndo é um inteiro.



Exemplos

(M, Ma, ..., NK) t EMV

(40,60) 62 63
80 | 119e120

(1,5,8) 10 12

11 16

12 25
(15,20,25,30,50) | 60 61
61 63

80 95

90 120

100 159

120 347




Modelo Geral

N: tamanho populacional;
p;: probabilidade de que qualquer elemento seja selecionado na
j-ésima etapa;
n;: nimero de elementos selecionados na j-ésima etapa;
m;: nimero de elementos marcados selecionados na j-ésima etapa
(my = 0);

j=1,...,k

t= Z;; (nj — m;): nmero de elementos distintos selecionados

durante todo o processo,

K
m:max{n1,n2,...,nk}§tgznj:s,
=1



D = (ny, My; N2, My; - - - ; Nk, Mg): dados amostrais.

p = (p1, P2, ..., Px): probabilidades de selegao.

Supondo independéncia entre as selegdes e entre as amostras,

funcao de verossimilhanga:

L(N,p|D) = P(ny, mq; N2, mz; ... nk, mk|N, p)
K
P(ny,mi|N,p HP g, mlns, my; ..oy, miy; N, p)

j=2
N! a nj N—n;
g

N>t,0<p<1,1<j<k.



Funcao de Verossimilhanca Condicional

L(N,p|D) = P(my,ma,....m|ny, Nz, ..., Nk, N,p) x P(ny,nz,....n|N,p),
Li(N) Lo(N,p)

()

/

N!

LNy < =

N\ 5
L2(N,p) = H<nj>pfn'(1—P/)N_"’7 N=m0<p <1
j=1



Inferéncia Bayesiana

(a) A priori

A posteriori
m(N,p|D) e L(N, p)|D)x(N,p)

N
t)IHp (A—p)N=", N>t0<p <1.




k
(i)Set< 2% n; — 2, entdo =(N, p|D) existe e
/:

—1
k

11()

(ii) Se t < s— 3, entdo E(N|D) < .

NI

m(NID) o oy




(b) A priori
a(N)=1, N>1
m(p)=1, 0<p<T,
isto &, p1, P2, ..., Pk sao i.i.d com distribuicao Uniforme(0,1).
(N, p) = I-(N)

A posteriori

k

N!
m(N,p|D) o (N— 1)1 H
=

Wi

p (1 —p)N",

N>t0<p <1.



(i) 7(N, p|D) existe e

N|D)
") x

|15 0)

j=1

(ii)Se k=2et < s, entdo E(N|D) < o
Se k > 3, entdo E(N|D) < .



Moda da Distribuicao a Posteriori

LEITE, J. G.; BOLFARINE, H.; RODRIGUES, J. (1987)

Exact expressions for the posterior mode of a finite population size:
capture-recapture sequential sampling. Revista Brasileira de
Probabilidade e Estatistica, 1, 91-100.




(1) t=m.

K(N) =

Supor m = ny.
K —1

NI H N +1
(N—n1)! nj+1

=

)
(]

o

ﬁ<N+1
nj+1
T (my + 1)1

—1
(n + 1Y)

N+1

)

—1
(n1 +1)|
N +1

j=2
(N+ D) ITo(N+ 1N (N — )

l eNy= moda =m



(2)t > m.

A razao

- (-xk) (x|

k
(1 — n,-x) , N>t

=1

Consideremos a fungao

k
f)=0-)"'1+x) ][0 —nx), 0<x<t
j=1

o f & continua, f(0) =1, limy1 =0 €

1\ K(N+1)
f(N+1>_ KNy 0 Nzt




Comportamento da f

g =[[1-nx), @x)=01-t)(1+x)* xeR
j=1

gi(x) < 0,g{(x) > 0= gy é continua, decrescente e convexa

no intervalo [0, t~];



(i)t >k

9:(x) <0,05(x) <0 =
g» é continua, decrescente e concava no intervalo [0, t~];

na origem, g1(0) = g2(0) = 1 e no ponto =1, g1(t~') > 0,
%(t71) =0;

Como (g> — g1)’ é continuaem O e

(92 — 91)'(0) = g5(0) — 9;(0) = ZI’; n; + k —t > 0, entao existe 4,
d >0, tal que (g2 — g1)'(x) = g5(x) — g}(x) > 0, para todo x € [0, J)
e, pelo Teorema da Média,

9%(X) > g1(x),  x€(0,9)



Xo



Existe um ponto xp, 0 < X < t~7, tal que g1(X) = g2(x0);
g1(x) < 92(x),0 < x < Xp;

g1 (X) < g2(X)7 X € (07X0);
g1(x0) 92(Xo);
91(x) > @(x), xe(x,t").

Conclusao:
flx) < A1, x € (0, x0);
f(Xo) = 1;

flx) > 1, x¢€(x,t™).



(i) t < k

k—t
/ _—
gs(x) >0, se0<x<t(k+1),
9i(x) <0egl(x)<0 se AL oyt
2 2 ’ t(k+1) ’

g» & continua e crescente no intervalo [0, 74741 e decrescente e

concava no intervalo [t k+1), t=1].



k-t
0 t(k+1) Xo t



Existe um ponto xp, 0 < xo < t~', tal que

91(x) < G(x), x€(0,X0);
g1(xo) 92(Xo);
gi(x) > @g(x), xe (Xt

Logo,
flx)y < 1, xe(0,x);
f(xo) = 1;
flx) > 1, xe(x,t™).



Fato: xo # 1, ninteiro, n > t.

f(l) =1, paraalgum n > t <
k k k
> <k>n/ ~[J(n=n)—-t> (K)n’1 -t
— \ | - - — \ | n
Jj=0 Jj=1 Jj=1
O membro esquerdo de (2) € um ndmero inteiro e o direito ndo é

inteiro.



|
|
0 1
t+ng t+ny—1

H__
A e

Existe ng inteiro, ng > 1 tal que

1 K(t+n) <1, paran>ng,
t+n

K{t+n-1) | >1, paran<ny—1.



Logo,

K <K({+1)<---<K(t+n—1),

K(t+n—1)>K(t+nm)>K({t+n+1)>--,

Ny=t+n—1,

nO:min{n21 :f(1> <1}
t+n

K
:min{n21 :H(t+n—n,-)< t+nn(t+n+1)k}

j=1



Fato: Se t > m, entao N, = t se, e somente se,

k

1
1-n) < ——(t+2)
E(H n,)<t+1(t+)

Condicdo (3) <= np=1<= Ny =t



Exemplos

(ny,no, ..., nk) t EMV Nu
(40,60) 62 63 63
80 | 119e 120 116
100 00 1.299
(1,5,8) 10 12 11
11 16 13
12 25 17
14 00 30
(15,20,25,30,50) | 60 61 61
80 95 93
98 | 149e150 | 143
139 7.449 1.336
140 00 1.609
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